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RESUMEN

En esta investigacion se demostrd la existencia y unicidad de la solucion de Ia
ecuacion diferencial parcial no lineal estacionaria del tipo hiperbolico:

u"-Au-i?'u']zu':f_, xe), O0<t<T

u=0 sobre > =00Qx(0,T)

u(x,0)=ug u'(x,0)=u (x)

donde: Fel?’(Q), o, e Hy y @ eH'.

Para demostrar la existencia se us6 et método de Faedo - Galerkin que consiste
en una aproximacion con subespacios de dimension finita en los espacios de

Sobolev H;(Q), donde H, () es un espacio de Hilbert separable. Para

demostrar la unicidad se utilizé el lema de GronwaH:
Palabras clave: Movimiento Vibratorio, Espacios de Sobolev, Elementos Finitos.
ABSTRACT
In this research was demonstrated the existence and unigueness of the solution of
the nonlinear stationary partial differential equation of hyperbolic type:
u"——Au+|u'|2u'=f, xe, O0<t<T

u=0 sobre Z=8§2x<0,T)
u(x,0)=1ug, u'(x,0)=u1(x)‘

where: FeI?(Q), g, e HY y o eH'.
To demonstrate the existence was used the Faedo - Galerkin met:hod which
consists an approximation with finite dimensional subspaces in Sobolev spaces
Hi(Q), where H,(Q) is a separable Hilbert space. To demonstrate the

uniqueness was used the Gronwall slogan.

Key words: Vibratory motion, Sobolev spaces, finite elements.
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. INTRODUCCION

1.1 Realidad Problemética

Una de las herramientas mas importante usada en analisis no lineal es la feoria
de bifurcacion, es decir cuando existen cambios en la estructura del conjunto

de soluciones de una ecuacion funcifonal.

Uno de los casos particulares en el vasto conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales gue, en su mayoria, modelan los problemas en ingenieria,
lo constituyen las ecuaciones diferenciales parciales lineales de segundo

orden:

2 2 2 '
P

u,,—(A——a u pOu 07U SO0 pOU | Fu= f(x,y)
ox? | oxdy o2 ox | oy

donde la no flinealidad de esta ecuacion estad determinada por el exponente
diferente de 1, que tiene la funcion incdgnita o una de sus derivadas, o la

multiplicacién de la funcion incégnita con una de sus derivadas.

Se clasifican en: Elipticas si B?—4A4AC >0 (Ecuacion de Laplace),
parabélicas si B? — 4 AC = O(Ecuacion de difusion) e hiperbdlicas si

B?* — 4 AC < 0 (Ecuacién de la onda).

Esta clasificacion sigue siendo valida incluso cuando los coeficientes de la -
ecuacion diferencial parcial: A, B, C, D, E y F son funciones de las variables x

e y. En estos casos la ecuacion puede cambiar de tipo al pasar de un

cuadrante a otro, como por ejemplo la ecuacion:




3%u . 8%u . d%u

hY + 2 =0

x + y
ox> Ox3y ay2

es hiperbdlica en la regién: x? — 3% >0, parabdlica a lo largo de las rectas
x2 —3? =0,y eliptica en la region: x>~y <0.

Este tipo de ecuaciones diferenciales parciales provienen de operadores

diferenciales de segundo orden. Esto es:

L: C?€) — CE)
u —> L@u)=f1f

donde:

Q2 es un subconjunto abierto convexo no vacio de R? ;

c? (2) un conjunto de funciones de ©2 en IR, dos veces diferenciable

con continuidad.

En la solucion de este tipo de ecuaciones diferenciales parciales, segun
(Rainardy, 1999), se plantean tres tipos caracteristicos de condiciones de

contorno: de Dirichlet, de Neumann y de Robin o Mixta.

Si O el dominio de las variables espaciales donde esta definida una ecuacién

diferencial parcial y si 8Q la frontera de Q, entonces:
1. La condicion de contormno: u=g sobre #8Q, siendo g una funcion
conocida, constituye la condicién de Dirichlet.

2. La condicion de contorno: ?: g sobre 9, siendo -Z—li la derivada
L H

normal exterior a Qen cada punto de 8Q, es decir, ?—:;.Vu, se
143




conoce como condicion de Neumann.

n: veotor normai

(_‘ umbernio
G dominte

BCy tromtsra

Figura 1. Condiciones de contorno

La frontera a9Q debe ser tal que en todo punto exisie Vu y el vector

normal unitario ».

3. La condicién de contorno: Z—u+ku = g, siendo % una constante y g
n

una funcion conocida, es la condicién de Robin.
En estos problemas se plantean los siguientes aspectos:

a) Existencia de solucién. Se trata de obtener al menos una solucion del
problema.

b) Unicidad de la solucién. Se trata de probar que existe una Unica

solucion, y de existir otra, la diferencia entre ellos seré la solucion nula.

c) Estabilidad (y/o regularidad) de la solucién. Se trata de hallar una
solucién estable, es decir, no cambia bruscamente si hacemos un
pequefic cambio en los datos. Para ello se resuelve probando una

dependencia continua entre la solucion y los datos.

El estudio de estos tres aspectos fundamentales: existencia, unicidad y

estabilidad, constituye el corazén de la teoria de las ecuaciones diferenciales

parciales.




1.2 ESTADO DEL ARTE DEL TEMA DE LA INVESTIGACION

Los problemas que involucran ecuaciones diferenciales parciales no lineales
han venido siendo desarrollados desde varias décadas. Cito algunos ejemplos:
Para los problemas no lineales de la mecénica de fluidos incompresibles existe
un modelo del tipo hiperbdlico modelado para fluidos en movimiento tal como
se aprecia en (Gémez, 1997 y Ezquerra, 1995), y se han encontrado
problemas que relacionan a los fiuidos no newtonianos segun se observa en
(Robles, 1995); algunos de estos modelos han sido tratados desde el punto de
vista numérico o una matematica finita tal como lo sefiala (Echevarria, 1995),
como por ejemplo los problemas de control segun se encuentra en (Doubova,
1995). Existen otros modelos que conllevan a las ecuaciones diferenciales
parciales estocasticas como por ejemplo la ecuacidn de ITO tratado en
(Garrido, 2001). Aparecen en el estudio de fenémenos estacionarios (que no

cambian con el tiempo) y en movimientos vibratorios forzados como por
ejemplo en el modelo: u,—V'u=F(x,1) que describe el movimiento

ondulatorio en una region. Otro campo, tal como lo indica (Zwillinger, 1992),
donde aparecen ecuaciones hiperbdlicas es en la resolucion mediante el
método de separacion de variables de problemas de ondas vigjantes como la

ecuaciéon de Korteweg- de Vries.

Por supuesto, si el sistema no es infinito la ecuacién diferencial debe
complementarse con las condiciones de contormo correspondientes, y en
cualquier caso siempre hay que tener en cuenta las condiciones de
aceptabilidad fisica de las soluciones (finitud, periodicidad adecuada en los

sistemas de coordenadas que lo requieran, etc.)




1.3 CARACTERIZACION Y NATURALEZA DEL OBJETO DE

INVESTIGACION
Las derivadas parciales que aparecen no siempre existen desde el punto de
vista clasico; es por eso que también se requiere el uso de fa teoria de las
distribuciones para poder generalizar a una derivada generalizada en la que la
solubién del modelo a tratar sea en los espacios funcionales como son los

espacios de Sobolev, etc.

La presente investigacion se enmarca dentro de un modelo que involucra la
dindmica de fluidos en movimiento vibratorio basado en un modelo del tipo

hiperbdlico.

4.4 FORMULACION DEL PROBLEMA
(Existe y es Unica la solucién de una ecuaciéon diferencial parcial no lineal

estacionaria del fipo hiperbélico de la forma:

22 2 ( a2 N 12 -

ou_ OTu , \Qul” ou =f, xe€, 0<t<T
atz =1 axz Ox Ox

u=0 sobre > =08Qx(0,T)

u(x,0)=uy u'(x,0)=u(x) o

1.5 FORMULACION DE LA HIPOTESIS
Se considera f € L>(€2) , p, e Hy ¥ o, e H .

El operador diferencial admite una base en el espacio H(I, ).




1.6 FORMULACION DE LOS OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

GENERAL

Demostrar la existencia y unicidad de solucién de una ecuacion diferencial
parcial no lineal estacionaria del tipo hiperbdlico.

ESPECIFICOS

a) Profundizar los conocimientos tedricos referidos a: Espacios de Sobolev.

b) Demostrar la existencia de una ecuacién diferencial parcial no lineal
estacionaria del tipo hiperbélico.

c) Demostrar la unicidad de solucion de la ecuacion referida en el rubro (b)

1.7 IMPORTANCIA Y JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

La mayoria de las leyes de la fisica estan gobernadas por ecuaciones
diferenciales parciales, como por ejemplo: las ecuaciénés de Maxwell, ia ley de
enfriamiento de Newfon, Iés leyes de Kleper, la ecuacién de Navier — Stokes, 1a
ecuacion de!l momentum de Newfon, la ecuacion de Schrddinger de la
mecdnica cuantica, la ecuacién de! telégrafo, la ecuacién hiperbdlica en la

teoria de control, etc.

Las ecuaciones diferenciales parciales, en particular, de segundo orden del tipo
hiperbdlico aparecen en el estudio de fenoémenos estacionarios (que no
cambian con el tiempo). Por ejemplo, pueden aparecer at estudiar el
comportamiento para tiempos grandes de un sistema en el que esta teniendo

jugar un proceso de tipo difusivo. Recordemos que en una dimension la

ecuacion de la onda es %, = «’u,_, cuya generalizacion a dimensiones

2
mayores es: %, = a V’u,




En las que también pueden aparecer movimientos vibratorios forzados es en el

modelo: u,~V’u=F(x,t) que describe el movimiento ondulatorio en una

regién. Otro campo .tal como lo indica (Zwillinger, 1992), donde aparecen
ecuaciones hiperbdlicas es en la resolucion mediante el método de separacién
de variables de problemas de ondas viajantes como Ia ecuacion de Korfeweg-

de Vries.

Por supuesto, si el sistema no es infinito la ecuacién diferencial debe
supiementarse con las condicionés de contorno correspondientes, y en
cualquier caso siempre hay que tener en cuenta las condiciones de
aceptabilidad fisica de las soluciones (finitud, periodicidad adecuada en los

sistemas de coordenadas que lo requieran, etc.)

Por otro lado, las derivadas parciales due aparecen no siempre existen desde
el punto de vista clasico, es por eso que también se requiere el uso de la teorfa
de las distribuciones para poder generalizar a una derivada generalizada en la
que ia solucion del modelo a fratar sea en los espacios funcionales como son

los espacios de Sobolev, etc.




. MARCO TEORICO

2.1 FUNDAMENTOS FILOSOFICOS TEORICOS DE LA INVESTIGACION

La investigaciéon se ha realizado bajo el enfoque de la Escuela Matemética
Francesa; pues se ha usado la teoria de distribuciones y los espacios de
Sobolev. La teoria de distribuciones, que tiene su origen en Dirac, Heaviside
y Sobolev, fue sistematizada por Schwartz y Geifand. Estudiaron las
aplicaciones a los problemas en Ecuaciones Diferenciales Parciales. La idea
mas interesante es la sustitucion del concepto de funcion por ef de distribucion,
que viene a generalizar el de funcién. La clase de funciones admisibles
consideradas por Levi es esencialmente lo que hoy se conoce como espacio de

Sobolev H', es decir, funciones integrabies tales que su derivada en el sentido

de las distribuciones pertenece también a 1°.

En concordancia con {Adams, 1975), algunos métodos de definicion de

soluciones generalizadas de ecuaciones en derivadas parciales son:

+ La sustitucion de una ecuacion diferencial parcial por otro modelo de
sistema fisico (Lagrange, Rieménn, Christoffel,...), en las cuales se
consideran, por ejerﬁplo, soluciones fuertes.

4 La sustitucion de varios limites por uno (Derivadas de Dini), solucién
débil. |

-+ Diferenciacion eﬁ casi todo punto (Lebésgue, Levi, y sirvio para la
introduccién de los espacios de Sobolev), soluciones locaimente fuertes.

-« Método de las curvas y superficies de prueba. (Se parte del teorerﬁa de
Stokes, y al integrar ia ecuacién diferencial ésta se convierte en una

ecuacion integro-diferencial por lo que se generaliza. Se emplea en la
8




ha s

teoria del potencial); como por ejemplo las soluciones mediante
semigrupos de operadores.
Método de las funciones test. (La ecuacion diferencial se multiplica por
una funcion y el resultado se integra por partes, con lo que el operador
diferencial se transfiere a esta funciéon test. Su origen esta en el estudio
de ecuaciones hiperbolicas y parabdlicas. Es el método basico de la
teoria de distribuciones), es decir, soluciones globales y débiles.
Método de las sucesiones. (Se define la solucién generafizada como
limite de una sucesion de soluciones clasicas: Euler, Laplace, Sobolev,

Schwartz, ...), soluciones aproximadas mediante Faedo-Galerkin.

2.2 MARCO CONCEPTUAL

Teoria de Distribucioneé

Siguiendo a (Bremermann, 1965, citado en Ortiz, 2004), en diversos ejemplos

fisicos idealizados aparecen objetos matematicos (cuasi-funciones) simitares a

las funciones convencionales cuyo uso daba soluciones consistentes a

diversos problemas fisicos, pero que no podian ser tratados estrictamente

como funciones matematicas convencionales. Algunos ejempios de problemas

donde aparecian estas "cuasi-funciones":

+

Problemas donde aparecia ia "derivada" de una funcién discontinua.
Obviamente en ese tipo de problemas las derivadas convencionales no
estaban definidas, pero existian sustituciones formales que sugerian que

el concepto de funcién matematica debia ser ampliado para incluir ijetos




que pudieran comportarse como la derivada convencional, pero que fuera

ademés aplicable a funciones discontinuas.

+ Dirac introdujo un objeto matematico 5 con la siguiente propiedad:
f(a) = [ 8(x—a)f(x)dx

Aunque ese objeto matematico compartia ciertas propiedades con las
funciones referentes a su integracién, se demostré que no existia ninguna
funcion matematica convencional O que fuera solucién de la anterior

ecuacion.

Los dos problemas anteriores estan relacionados y la teoria de distribuciones
demostré que pueden definirse un tipo de fuhbibnes generalizadas o
distribuciones tales que permitan trétar rigurosamente los dos problemas
anteriores. El concepto de distribucion generaliza al de funcion, ya qUe de
hecho toda funcién matematica convencional puede ser considerada también

como un caso particular de distribucién.

En su definicion formal, las distribuciones son una clase de funcionales lineales
que trazan un conjunto de funciones de prueba en el conjunto de los nimeros

reaies.

Definicién 1. Una funcional lineal 7:B(Q)— K es una distribucion si T es

continua. Es decir,

i. 7 funcional: Para cada funcién wue®D(Q), se le asocia un escalar

T(u) que designaremos por (T,u).

10




i T fineal: (T,au+ Bv)=a(T,u)+p(T,V).

iii. T continua.

Para toda sucesién {u,} convergente en D(Q) sus imagenes {T(u,)}

forman una sucesién convergente en KX, obteniendo:

lim (7 (x,))=7(lim »,}) o Bm(T,u,)= (T.1im u,).

71 =00 n—»co He=p n—»o0

Ejemplo:
Dado x, ¢, se llama distribucién delta de Dirac centrada en x, a la
aplicacion:

S, D) - R

g - (6:, :@) = @(x,)

Asimismo, se define la suma de distribuciones y el producto por un escalar

de la siguiente forma:

(7, + L)) =T+ Ty(w) 5 (@l w)=al(w) 0
(T; + T3, u) = (T, u)+ (T,,u) » {(aTl,u)= (T, u)

En consecuencia, el conjunto de distribuciones tiene estructura de ‘espacio

vectorial sobre X y se designa por D' (espacio dual de p).

Derivada Débil-

Sea ue L' (Q). v se llama derivada débil de u si satisface:
_[n “(x)g-%ldx =- _[nv(x)ga(x)dx , YoeC™(Q)

11




donde: v:éﬂ-, i=4L2,.,n

Equivalentemente,

op ., du -
J’nu.w—dx_-jn-a:.qadx , YpeC ().

Ejemplo

Sea f(x)=|x|. Consideremos ¢:R -» R, una funcién de prueba. Es decir,

i. peC”(R).

ii. spp(e)c K, Kcompacto.

Sea h(x) la derivada de f(x). Integrando por partes la siguiente integral

f: h(x)p(x)dx , se obtiene:

[ hxeds = Fe, -7 f R )dx =0~ [ 1))z
u=@(x) > du=p'(x)dx
dv=h(x)dx—>v=f(x) , peC"(R)

{7 r@eds =] h(x)p(x)dx, ¥ peC™(R)
h(x) es la derivada débil de f(x).

Calculando A(x):

7 ey ==[" f(x)¢' s = xp' (s~ [ g ()
u=x—>du=dx,
dv = h(x)dx - v =@(x)

I.:, h(x)p(x)dx = xp(x)|_ + I_.;(—l)m(x)dx —xp(x)[ + j:w(x)dx

|7 hxe(nds = I"m (=) p0)dx + [ 1p(x)dx

De donde:

12




-1 ; x=<0

h(x) = {

1 ; x>0
h(x) es la derivada débil de f(x) y es independiente de ¢ .

Nota. La derivada clasica depende que s sea diferenciable, mientras que en

la derivada débil s debe ser integrable.

Derivada Distribucional

Definicidén. Sea 7:D(Q) - R una distribucion, la distribucion Z—T:D(n)—;R
xl

se llama derivada de T respecto a x, en el sentido de las distribuciones, si se

verifica que:

Proposicion. T, = —-?—T,,.

La distribucional asociada a la derivada de « respecto a x, coincide con la

derivada respecto a x, de la distribucional asociada a u en el sentido de las

distribuciones.

13




T,, : distribucional asociada a la derivada de » respecto a x, .

g

8 y o ,
B_T" - derivada con respecto a x, de la distribucional asociada a u .
X

i

Demostracion

Bu dg oo\ [orT,
T H = _—a dx = - u,—-—dx T T ,—- el ....._[.'_,
< el l;D> Jg axj 4 it eg. por partes jﬂ ax‘ < " ax > <ax‘ ¢>

o, i

oT
<Ta,, ,¢J> = <—~l,¢> , Vo e b(Q)
‘a;; ax,

Propiedades

+ SiueC'(Q) su derivada clasica coincide con su derivada en el sentido de

las distribuciones.
4+ Una distribucion es infinitamente derivable en el sentido de las

distribuciones.

Ejemplo 1. La funcién salto de Heaviside 8(x) tiene por derivada la funcion

deita de Dirac;  8'(x)=6(x) .
Ejemplo 2. La derivada en el sentido de las distribuciones de una funcion
diferenciablé coincide con su derivada ordinaria. J

Ejemplo 3. Consideremos la funcion:

i+x ; —-1<x<0 c .
= ’ . ue I}({~1,1)), por tanto es una distribucion.
u(x) {]__x . 0gxsl (=11p, P

Sea p e D(=11))

14




b3 8 n
<a—:,¢p> = —(u,a—f> = _[_]u(x)(,p'(x)dx

—_ j°l (1 + x)g'(x)dx ~ j: (1= x)g'(x)dx

= Ii1¢(x)dx + j; (-Do(x)dx

De donde se tiene la derivada distribucional de «.

1 ; -1<x<0
u'(x)=
-1 ; 0<x<l1
Graficamente:

y L3 ¥ A

cmomem—

/\ T
1 e T .
3 pu—
Figura 3. Distribucional. Figura 4. Derivada distribucional

Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev, se describen, brevemente, como las clases de
funciones que poseen derivadas débiles y ocupan un lugar destacado en el
analisis funcional. En las ditimas tres décadas se ha producido un gran aporte
en la teoria y aplicaciones de estos espacios. Asimismo, dada su importancia
en la teoria moderna de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, se
han transformado en una herramienta imprescindible para el tratamiento de las
mismas. Por tal motivo, tltimamente se ha producido un creciente interés por el
estudio y uso de parte de ingenieros y fisicos, para la resolucion de sus
problemas. '

La teoria de estos espacios es iniciada por matematicos a principio del sigio XX
y en particular por Sobolev en el afo 1930. Si bien son varios los cientificos

15




que hicieron sus aportes, como es el caso de Levi, actualmente toda esa teoria

se conoce como espacios de Sobolev. Estos espacios proporcionan un recurso
extraordinario para el planteo y la bisqueda de soluciones de problemas de
contorno. Esto es' asi porque estos espacios son completos y porque permiten
obtener resultados generales respecto a la existencia y unicidad de soluciones
de ecuaciones diferenciales. Otra gran ventaja de los espacios de Sobolev
radica en que permiten caracterizar el grado de regularidad de funciones y
porque muchos de los métodos de aproximacion, tales como el método de Rifz
o el de los Elementos Finitos, son adecuada y correctamente formulados
cuando se lo hace en el &mbito de estos espacios.

Definicion 1. Dado un subconjunto @ c R” abierto acotado, se llama espacio

de Sobolev y se denota por H'(Q), al conjunto de funciones » de I’ (Q),

cuyas derivadas parcialés de primer orden, también pertenecen a I*(Q), junto

a las operaciones de funciones de adicion y multiplicacion escalar.

Es decir, H'(Q)= {u e I'(Q) :gzi eI} (Q); i=1, 2,...,n}

X,

Nota. Las derivadas parciales en H'(Q), no son derivadas clasicas, sino en el

sentido de las distribuciones.

Definicién 2. Dado un subconjunto Q< R” abierto acotado, se llama espacio

de Sobolev de orden meZ*, y se denota por H"(Q), al conjunto de
funciones « de I’(Q) cuyas derivadas parciales en et sentido’' de las

distribuciones de orden <m también pertenecen a L*(Q). Es decir,

-H"’(Q)ﬂ{uef(ﬂ): D“uc—:Lz(Q),Va,[a|Sm},

donde:

+ H'() es un espacio con producto interno, definido por:
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Ky, v>= (u’v)f-’(ﬂ) + Z":<6u

i=1

Demostracion

Vu,vyzwe H(Q), VYo,BckK.

a) <uu>»=0

=) 3

i=]

«u-,u>>:0

Ky, u>= <u’")1}(n) + Z

=l

[of dx =0 v

ov
= dx
o o >Lz(m _[ u(x)v(x)dx + Z jn =

=

<6u 6u>
Ox, 0Ox, L

> L

ou
Ox,

ou ou 2 .
o, ox >L2(m‘,[n‘u(x)| dx+fz=1:I“

R 2
ou dr = 0
Ox

d .
u(x) = 0, entonces — =0, Vi=l.n
ox,

b) <uv>=<yu>
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[/ ou Ov
<& u,V>>——“(u,v>2 +§ Buds i
2i) ox. 8
1=} xi x,‘ Lz(n)

" Ju ov ;
= _[n u(x)v(x)dx + ZL;E; o,

= j v(x)u(x)dx + Z jﬂ %%‘-dx

ov Jdu
- (o 3 (22
2y S gx 7 Bx, 2y

=<K y,u >

Kau+pv,wr=a<u, w»+fLy, w>

< au+ v, w>={au+ pv, w)L,(m+Z

" <6(au+ﬂv) gw_>
2oy

- ox, ’ ox, [,
= I [au + Bv](x).w(x)dx + ZI a[au(x;: pr(x)] al;ix)dx

=l

ow

= a_[ u(x).w(x)dx + ﬂj v(x).w(x)dx + az jn ux) ——d

ov(x) 6w(x)

DIt

ou ow
=a(”,W)mn)+ﬁ<»"’W)L’<n>+az<6x 6xf> '
2y

u av aw
ax ax, 2

=a<<u,w»+ﬂ<v,w>>

+ HY(Q) es un espacio normado con la norma:

i j2 . o i 142
I]u||=[_[n|u(x)l dx+z_[nl5§| dx]'”.
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Problema Aproximado

El problema hiperbdlico consiste en:
Dados: Fel’(QQ), p,eHy, ¥y @ € H',  nallar una

funcion real u =u(x,7) en Q, satisfaciendo las siguientes condiciones:

a—zu— Au=f en @
art

u(x,0)=u,, %(x,(})=u1 en Q

u=0 en Z

Una solucién del problema hiperbélico estd dada por medio de! teorema,
enunciado y demostrado posteriormente. Antes haremos algunas

consideraciones sobre distribuciones con valores vectoriales.

‘Sea 1< p<o en un espacio de Hilbert real V. Con 17(0,T;V), 0<T<wx, S€

representa un espacio vectorial de las funciones vectoriales v: (0,7)—V que
acada s en (0,7) le hace corresponder un vector v(s) perteneciente a 7, tal
que s— v(s) es mensurablemente en S—)"v('g)“lf perteneciente a L’(0,7).

Siendo 1< p<+o se define en L7 (0,T;V) una norma:

v

17 (0.77) = SUEQ‘;SS “V(S)"V .

En ambos casos, L°(0,T;V) es un espacio de Banach. Cuando p=2, resulta

que L'(0,T;¥) es un espacio de Hilbert, con el producto escalar

(u’v)r,’(o,r;v) = I; (u (s),V(S))VdS ' | "'!
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Si  velI’(0,T;¥V) en pe9(0,T), existe una integral en V tal que

J':(u(s),v(s))ds es un vector de ¥. Dada vel?(0,T;V) ella define una

aplicacion v lineal de 9(0,T) en ¥, continua en sentido de convergencia en
9(0,T). Luego, para todo veI’(0,7:V), el espacio £(.9(0,T);V) de las
aplicaciones lineales continuas de #(0,7) en V es vacio. Al espacio
£(3(0,T);V) se da el nombre de espacio de las distribuciones vectoriales
sobre (O,T) con valores en el espacio de Hibert V. Los elementos de
£($(0,T);¥) son denominados distribuciones vectoriales. Por tanto, una
distribucion vectorial sobre (O,T) con valores en V es, por definicion, una
aplicacion cualquiera continua sobre- 8(0,T) con Qaiores en V. Dada una

distribucion ve £($(0,T);V)su valor en ¢ se representa por (v,@). Dada
cualquier distribucién vectorial v, se define su derivada de orden n»n por.

<§—:a¢) = (—1)" (v,%%’) para toda ge .9(0, T). Considerandose una distribucion
t t .

7 e identificandola con una funcién ve I7(0,T;¥) que la define, se concluye
que toda ve L7(0,T;V) posee derivadas de todas las 6rdenes en el sentido de

las distribuciones. vectoriales sobre (0,7). Este resultado autoriza dar una

definicién de espacio W (0, T) que vamos a seguir.
Sean ¥V c H dos espacios de Hilbert reales, siendo una inmersion de V¥ en H

;

continua. Se representa por # (0,7) = {vlv e If (0,1‘";1/),?"];1 el? (O,T;H)} ;
A
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Se sigue que 7 (0,T) es un espacio de Banach con la norma:

Mooy = 3% (s oy o1 oy )
Lema 1. Si veW(0,7) gntonces veC® ([O,T];H), esto es, las funciones de

w (0,7) son continuas en [0,7}con valores en H .

Teorema. Sea fel’ ({),:{";L2 (Q)); u, € Hy; u e’(Q). Entonces, existe una

tnica funcién «:Q — R, satisfaciendo las siguientes condiciones:

(1 ue L7 (0,T; H, (Q))
(2) u'e I (0,1; 7 (Q))
(3) u"e (0,7, H™' (Q))

(4) —gt-(u'(t),v)+a(u(t),v)=(f(t),v), v ve H)(Q) en el sentido de 9°(0,7).

(5) u(0)=u, y u'(0)=u.
Demostracion

Se usa el método de Faedo-Galerkin, que consiste en aproximar el problema
del teorema, por problemas analogos, pero en dimension . finita.

Construyéndose los subespacios de dimensién finita v, por medio de
funciones propias del operador —A en los espacios de Sobolev Hy(Q). No

prueba el teorema, apenas se usa el hecho de que Hy(Q) es un espacio de

Hilbert separable para obtener una sucesion con las condiciones de las

funciones propias de -A.
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Observacién 1. Suponiéndose el teorema demostrado, resulta del Lema 1y

de

ue " (OT;HY(Q)), wel (0.1;L(Q)) que ueC'([o,7h(Q)), y de
we I'(0,7:H(Q)), que u'eC”([O,T];H"(Q)), resultando facil sentido

calcular #(0) y u'(0).

Se inicia la demostracion observando que siendo H; () un espacio de Hilbert

separable, existe una sucesién de vectores (w,), w,eH,(Q), Vv

satisfaciendo las condiciones.

-+ paracada m los vectores w,,w,,..,w, son linealmente independientes,
+ las combinaciones lineales finitas de los w, son densas en H ().

Problema aproximado. Sea V, =[w,,w,,..,w,]el subespacio de Hy(Q), de

dimensién m, generado por los m primeros vectores. El problema

aproximado consiste en determinar , ¥, tal que:

(6) g;(u'(t),v)+a(u(t),v)=(f(t),v)', .VveVm'.
(7) t, (0) =ty li_rfluc;m =u, en Hy(Q)
(8) y'm(o)=um, lim u,,, =u,_en Q).

Observacién 2. Note que u,eH.(Q), luego u,=limy a,w, . Haciendo
moseo (= /
o, = Y. a,,w, , siendo u, eV, , se tiene:
=]
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(9) 4y ()= 3 gon ()9,

v=1

de donde se deduce que (7) equivalea g, (¢)=«,,, v=12,..m.

De modo anélogo, siendo H.(Q) denso en I'(Q), las funciones de 1'(Q)
0

también son aproximadas por combinaciones lineales finitas de (w,). Luego,

tomandose u, =

B.W, la condicién (®) equivale a
=l

¥

gwm(0=24,, v=12,..,m.

La existencia de la solucién aproximada u, (¢}, para te[0,s,), resulta del
sistema (6), (7) y (8) ser un sistema lineal de ecuaciones diferenciales

ordinarias, las condiciones del teorema de existencia.
La parte restante de la demostracion se divide en:

+ obtencién de estimativas a priori para las soluciones u, (¢) del sistema
(6), (7) y (8) permitiendo aplicar el método de compacidad para

prolongar la solucion al intervalo [0,7);

4+ obtencién de subsucesiones, a partir de compacidades, cuyo limite es la

solucion del teorema.

Estimativas a prioti haciéndose v=u',(f)e¥, en (6), se obtiene:
1dy .
(10) Sl O +a(u, ()} = (7 () (1)
Convencionalmente se escribe a(v) para la forma cuadrética a(v,v). La
solucion aproximada u, (¢) existe [0,z,). Tomandose 0<t<1, © integrando

(IO), se obtiene:
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w'y (OF +a(u, (1)) =|us (O) +a(u, (0))+ 2] (7 ()5 (5))ds

(11)

Observacién 3. De (7) se concluye que (a(um (0))) es convergente, luego

limitada. Analogamente, de (8) resulta que ([u ',,,(0)|) es convergente, por tanto

también limitada.

Observacion 4. De la desigualdad de Schwarz y de la desigualdad elemental:

2ab<a*+b*, a,bz0,se concluye que:

t T 1 pid
2[ (£ (s)ou'n (5)Ms <], | F(ods+ [ (s)]ds -
Notar que fe LZ(O,T;LZ (Q)), luego, la primera integral de! segundo miembro

es un ndmero independiente de m .

De las dos observaciones y de (11), resulta:

(12) bt () +a(u, ()< C+ [ Jut, () ds
Lema 2 {(Desigualdad de Gronwall). Sea z(r) una funcién real,

absolutamente continua en [0,a) tal que z(1) 20, vte[0,q) se tiene:
(13) z(t)SC+I(:z(s)ds,
Entonces z{t) es limitada.

Retornando a (12) y aplicando la desigualdad de Gronwall, se concluye:

+ |u", (¢)] limitada por una constante en [0,T), independiente de m .
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+ De la desigualdad de Poincaré-Friedricks, se concluye que |u, (¢)] limitada

por una constante en [0,7).

Asimismo, se obtiene:
(14) (u,) esta limitada en ue L°(0,T; H,(Q)) < L' (0,7; H' (©2)) . independiente

de m.

(15) (u',) esta limitada en wer”(0,T;L (Q)) < '(0,T; 7 (@), independiente

de m.

Resulta que existe una subsucesién (u,) de (,) con las siguientes

propiedades:

(16) limy,=u en I° (O,T;H;(Q))-, provisto de la topologia dual

N )

L'(0,T;H™(Q)).

(17) limu',=u'en I (0 T;[* (Q)), provisto de topologia dual L' (0,7;L* (©2)) -

V—ro

Equivale a decir que para todo we L'{0,T;H,(Q))< L'(0,T; H™' (@), se

tiene:

(18) llmj ( (4)s w(t)))dt-] ( (u (1), w(t)))dt

Andlogamente, identificandose I*(Q) como su dual, se obtiene, para cada

ue L'(0,T; I (Q)) que:
(19) tim 7 ((u", (), w()))at = f ((w (1) ()t

25




Siendo a(u,v) una forma bilineal continua en H; (), fijlada una coordenada,

la forma lineal resultante es continua en H, (€2). De alli y de la convergencia de

(u,), mencionada en (16), se obtiene.

(20) lim Lra(u,, (1), w(t))dt = Iora(zt(t),w(t))dt para todo we L' (0,7;H, (2)).

De (16) se concluye que v L7 (0,7;H,(Q)) y de (17) que u'e L* (0,7 (Q)).
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3.3

. METODOLOGIA EMPLEADA

METODOS EMPLEADOS EN LA INVESTIGACION
Método Deductivo. Nos permiti6 mostrar  ejemplos como Casos

particulares de los resultados obtenidos.

Método Inductivo. A partir de casos presentados en R=0Q, se

generalizaron los resultados en R" = Q.

Método Hipotético — Deductivo. A traves de la formulacién de la
hipétesis y mediante procedimientos deductivos se demostrd la existencia

y unicidad de la Ecuacién Diferencial motivo de la investigacion.

METODOLOGIA PARA LA PRUEBA DE HIPOTESIS

Para demostrar la existencia de solucién de la ecuacion diferencial no
lineal estacionaria del tipo hiperbélico se usé una base en el espacio
H},(Q); mientras que para la unicidad de solucién se toméd dos

soluciones que satisfacen dicha ecuacidn y se demostré que su

diferencia es nula.

TECNICAS E INSTRUMENTOS EMPLEADOS

TECNICAS INSTRUMENTOS

Analisis documental Fichas: Textuales y de resumen
Entrevista Guia de entrevista |
Encuesta Cuestionario |
Demostracion Teorema
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PROCEDIMIENTO PARA LA RECOLECCION DE DATOS

Trabajo de campo. Las técnicas e instrumentos se utilizaron para
obtener informacién respecto a la demostracién de la existencia y
unicidad de solucién de la ecuacion diferencial no lineal estacionaria del
tipo hiperbolico. Se consultdé a especiaiistas en el tema de la
investigacién.

Trabajo de Oficina. Para el procesamiento y andlisis de los datos

obtenidos.
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V. DESARROLLO DEL ANALISIS E INTERPRETACION DE LOS

RESULTADOS

RESULTADOS
Problema
¢ Existe y es Unica la solucion de una ecuacion diferencial parciat no

lineal estacionaria del tipo hiperbélico de la forma:

Su
+
ox

82 u _ 2 ( 8%u
afz =1 sz
u=0 sobre Z=BQ x(O,T)

u(x,0) =1y u'(x,0)=u(x) .. ?

26u
=f, xe€, O0<t<T
ox

Demostracion de la existencia

El siguiente teorema permite demostrar la existencia de la soluciéon de la
ecuacion diferencial parcial no lineal estacionaria del tipo hiperbolico

considerado en el problema.
Teorema

Suponga que: f, fY ou oy o son dados en:
2 (0.1:H)(Q), L(0.T:L (), H(QNH(Q) »y H (QNL(Q).

respectivamente.

Entonces existe una unica funcién » que satisface:
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u"—Au—i-|u'|2u'=f, xel), O0<t<T
u=0 sobre Z=6Qx(0,T>
u(x,0)=uy u'(x,0)=u (x)

Demostracién

Sean w, las funciones propias de -A del problema de Dirichlet.

~Aw;=4w,, jeN, w, =0 sobre T=0Q tal que

w, e H'(Q), w,el’(Q)Considere u,, u,e[w,w,..,w,] de manera
que:

u,, >u, en H(Q)NH,(Q)
u, >u en H;(Q)HL(’(Q)

Definamos el problema aproximado u,, (1) de:

(1, (1), + (i, (5w, )+ (fi (0 3, ()5, ) = (7 (),

2<j<sm, u (1)e [w,,wz, aWols 4, (0) =2, (0)=u,

donde a(u v In -gfiiv-dx

il ax a.x

2.
Suponga que «, (t) =Y. g, (¢},
J=i

Multiplicando el problema aproximado por ‘g.'jm (/) y sumando en

resulta: !.

)I o (O} [z (O e = (£ (0,2, ()

sl

Integrandode 0 y T

Ul (O #l 0O J i (O e = 7 () (5 + 5 b Uy
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De donde:

| (t)l2 + |, () sc para @=0x[0,T]
.4
[ |un| axar < C
Q .
Reemplazando en ef problema aproximado w, por —Aw, Y multiplicando

por g, (t). Luego sumandoen ; se deduce:

(i, ()., (1) * (B (6), 85, 1) +ijﬂ§(| lu) O e = a( £ (6) 1, ()

I

Entonces:

%:llum (t)"z-FIAum (t)| ] f I Z[ ['u | ]] dxds =

1r ; t | <.
S OF +l8% O ]+ (£ (). ()
De las convergencias de u,, y 4, se tiene:

(
W, esunlimitado de L”{0,T; Hy (R))

(@) {u, esunlimitadode L” (O,T;b’2 (Q))

m

i[ 1",,'"»,] es un limitado de L’ (Q), i=1,n

| Ox,

Del problema aproximado se deduce que:'

(O = (8t (O)+ (70t @)~ (a0 @)

de donde:

l":’ (O)l < lAu%|+ | f (x)‘ + (L,l”lmrd")‘h
Luego: |

(8) | (0)<c

31




Derivando el problema aproximado en ¢ , resulta:

(um (t),wj)«i-a(u;" (l),wj)+3(u;H (t)2 u (t),wj):(f‘ (t);wj)

Muitiplicando por g, () y sumando en j, se deduce:

i @ i OF 3 e OF [ (O = (7 @)

Integrandode 0a T

L4 ) of ol OF [ 211, (S el ]) -
- e @F +hc o (7 )i s
Usando (8) y («):
(u,) es un limitado de L” (O,lT, (@)

,:_t{ Iumlum] es un limitado de L’ (Q)

Consecuentemente se puede extraer una subsucesion (u,)de (u, }tal

que:

4, —u débil estrellaen 1°(0,7; H* (Q)NH}(Q))
u, - u débil estrella en L (0,T; H; (52))
u, - u'débil estrella en °(0,7; (%))

u,>u en ['(Q)myC.S.en ¢

u;‘z u, -lu 'Iz u' débil en [} (Q)

' u;—|u'|u’ débit en H'(Q)

g

Luego, tomando el limite en el problema aproximado, cuando v —
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en D'(0,T), VveH,(Q)

se toma 8¢ C'([0,T];R), 4(0)=1, v.eH;(Q)

m[ v)@' (t)dt = j (u(1),v
integrando por partes:

Em{—jor(u; (r),v)@(t)dt - (u‘, (0),v)} = —LT (u' (1), v)@(t)dt —(u (0),v)
luego: |

i (v, (0))r = (4(0).9)

lgn (ug,,v)dt = (u (0),v)
(45:v) = ((0),v)
u(0)=1u,
Por otro lado, multiplicando la ecuacién aproximada por ¢ e integrando

por partes, se obtiene:

(4, (0),%) - J[ (w, (1)) 8 (1) e+ f, (o, (1)) O ()t +
[t eivjoa- 7 @,)oa

Tomando el limite cuando v — «

~(1,,v) - j )9(1 d:+]' ),v)@dt +
+L(l r)\w)@df—L (7)ot

Nuevamente integrando por partes, se obtiene:
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..(ul,v)—[—_[:(u'(t),v)@c?t+}+(u'(T),v)9(f)-(u'(0),v)+
+J0Ta(u(t),v)9(l)dt +_[;r(|u'(r)|2 u (t),v)Bdt = I:(f(t),v)edt

usando (*) en esta ecuacion:
—(ul,v)-I-(u' (O),v) =0, WVve Hé (Q)
de donde:

w (0)=1u,.

Demostracién de la unicidad

Sea: w=u-v para u y v soluciones de: w'=Aw+ju'[ u'~p'[ v'=0.

Tomando el producto escalar con w'(¢):

22 (b <l o b Fofe-v )=

a

Por la propiedad de monotonfa: « = 0. Lo que implica que:
1d
EZ(HW'@)“Z w (:)|]"’)_<_ 0.

De aqui, segun el jema de Gronwall, se obtiene: w=u—v=0. Lo que se

gueria demostrar.
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DISCUSION

El marco del problema involucra el modelo de la dinamica de fluidos en
movimiento vibratorio tal como se aprecia en (Gémez, 1997 y Ezquerra, 1995).

Para demostrar la existendia de la solucion de la ecuacion diferencial parcial no
lineal estacionaria det tipo hiperbélico considerada, se usé el método de Faedo-
Galerkin, que consiste en una aproximacion con subespacios de dimension

finita en los espacios de Sobolev H,(Q), donde H,(£2) es un espacic de

Hilbert separable. Para demostrar la unicidad se utilizé el lema de Gronwall.

La existencia de solucién de una ecuacion diferencial parcial no lineal
estacionaria del tipo hiperbélico se demostré usando los teoremas de inmersion
de los espacios de Sobolev: Teorema de Relfich, Lema de Gronwall, de

Compacidad y Resultados de Regularidad.
La demostracion de la unicidad de una ecuacion diferenciail parcial no lineal del

tipo hiperbdlico se fundamenta en los espacios de Funciones de Prueba,

Distribuciones, los Espacios de Sobolev y el teorema de Gronwall.
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V. CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

5.1 CONCLUSIONES

+ La existencia de solucién de una ecuacion diferencial parcial no lineal

estacionaria del tipo hiperbélico se demostré usando los teoremas de
inmersion de los espacios de Sobolev: Teorema de Rellich, Lema de
Gronwall, de Compacidad y Resultados de Regularidad.

La demostracién de la unicidad de una ecuacion diferencial parcial no
lineal del tipo hiperbolico se fundamenta en los espacios de Funciones
de Prueba, Distribuciones, los Espacios de Sobolev vy el teorema de
Gronwall.

Tanto la existencia como la unicidad de la ébidcién de una ecuacion
diferencial parcial no lineal ‘estacionaria del tipo hiperbdlico se
fundamenta en los aspectos tetricos de los espacios de Sobolev,
mediante las técnicas de estimacién a priori y los teoremas del anélisis

funcional.

5.2 SUGERENCIAS

A quienes pretendan mejorar la calidad educativa de Universidad Nacional del

Santa; se pone a consideracion esta investigacion para que pueda servir como

ayuda para otras investigaciones y se hace las siguientes recomendaciones.

L8 Reallzar futuras investigaciones sobre existencia y solucién de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales, usando métodos

variacionales y métodos de diferencias finitas.

36




Extender el uso de los espacios de Sobolev a otros modelos de

aplicacion. Usar la teoria de espacios de interpolacion de otros

espacios funcionales tales como los de Morrey, BMO, espacios de

Rivera, etc,
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ANEXOS: ASPECTOS TEOQRICOS

A. ESPACIOS VECTORIALES
Espacio Vectorial

Definicién. Dados un conjunto ¥ = ¢, uncuerpo K (RoC), +:VxV >V, Y
*KxV V.
(V, +, *) es llamado un espacio vectorial sobre K , si se verifican las siguientes
propiedades: Yu,v,weV; Va,fe K.
i u+vel.
. u+v=v+u .
fil. w+v)+w=u+@+w).
iv. N0eV ., talque u+0=u .
v. dl—-ue¥ , falque u+ (—u)= 0 .
vii aueV.
Vi a(u+v)=au+av.
Vii. (e+Pu=cu+ fu.
iX. (xu=a(fu).

X lu=u .

Ejemplos
Ejemplo 1

F= { f:]0.1] =R, f continua} :Conjunto de funciones continuas en [0,1']!,-'

Ejemplo 2

R" = {x = (%, %,...%,): %, € R}: Conjunto de arreglos de n-dimensiones.




Ejemplo 3

M™"(R): Conjunto de matrices de orden mxn.
Ejemplo 4
S = {(x‘,, ) ix, € R} :Conjunto de sucesiones de nimeros reales.
Ejemplo 5
D(Q): Espacio de funciones de prueba con soporte compacto, junto a las
operaciones de adicién y multiplicacién escaiar de funciones.
ueBE) sic
4+ ueC™(Q), ues infinitamente diferenciable, con derivadas continuas de

todos los drdenes sobre Q.

-+ spp(u)c K, Kcompacto.

Conjunto convexo

Definicion. Un subconjunto A7 de un espacio vectorial ¥, se llama conjunto

convexo si Vx,yeM,¥Yie(0,1}, se cumple qgue Ax+(1=A)yeM .

M

Figura A.1. Conjunto convexo




Transformaciones lineales

Definicién. Sean ¥ y W espacios vectoriales sobre el mismo campo X, y

TV —w una funcién. T se lama una transformacion lineal, si cumple con las

siguientes propiedades. Vu,veV; Vae K.
L T(u+v)=T@@)+T(v).

i. T(au)=al(u).
Ejemplo:

T:R* 5 R?
T(x,y)= (¥, %)

B. ESPACIO CON PRODUCTO INTERNO O ESPACIO PRE-HILBERT

Definicion: Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo X (RoC).
Una aplicacién ( ) .V xV — K , es llamado producto interno, si cumple las
siguientes propiedades: Vu,v,weV; Va,fe K

i (u,u) 20, y (u,u)=0siysolosiu=0.

fi. (u, v) =(v, u), (para K=C, (u, v) = (v, u) ).
iii. (au-l—ﬂv,w) =a(u,w)%ﬁ<v,w)
(V,( .}) es Ilémado espacio con producto interno o espacio pre-Hitbert.

Ejemplos:
Ejemplo 1

F={f:10,1 |->R, f com‘inua} -Conjunto de funciones continuas en [0.1].




Se define (£, g)= L’ F()glx)dx .

Ejemplo 2

R" ={x = (%,X,,...,) : x, € R}: Conjunto de arreglos de n-dimensiones.

Se define (x, y)z XY+ XY, Fo X, Y,

Funcionales lineales

Definicién. Sea ¥ un espacio vectorial con producto interno sobre un cuerpo
K, una transformacién lineal 7:¥ — K, se llama funcional lineal. Es decir, una
funcional lineal es una transformacién lineal de un espacio vectorial con

producto interno 7 sobre el cuerpo X en el que esta construido.

‘Ejemplo. Sea ¥ un espacio vectorial con producto interno sobre un cuerpo X,
v, €V, una funcién f, :¥ — K, definida como: £, (o ={wv,), VveV, esuna
funcional lineal, llamada funcional multiplicacién escalar por v, .

Demostracion: Yu,ve¥V; Vae K
LS ) =(u+vy,)
= (10,v,) # (v:v,)
= £, @)+ 1, )
i G = ()

=a(u,v0)




e

=a f, (u)
De i) y i) se tiene que f, esuna transformacion lineal.

De donde se concluye que f, esuna funcional lineal.

Lema. Sea ¥ un espacio vectorial con producto interno sobre un cuerpo X.
Si (v;mvl) = (v,wz), YvelV ,entonces w, =w,.
Demostracién
Por hipétesis tenemos (v,w)=(v,w,), YveV,
luego, (v, “’1) - (v, wz) =0
(v, w, = w2)= 0.

Como la igualdad anterior se verifica YveV.
Haciendo v=w, —w,, tenemos:

(w, —W,, W, —w2)= 0

w, —w,=0, propiedad de producto interno.

Representacién de Riesz
Teorema (de Representaciéon de Riesz). Sea V un espacio vectorial con
producto interno sobre un cuerpo X de dimensién finita.

Si 7 es un funcional lineal sobre ¥, entonces existe un unico w, e V tal que

T(v)z(v,wa), YveV .




El vector w, , es llamado representante de Riesz del funcional T .
Demostracion
Unicidad. Sean w,w, eV tales que T(m)={v,w) Yy T()={vw,)
De donde se tiene que: (v, w)=(v,m,), VveV, porellema anterior
de donde w, = w,, es decir, que el representante de Riesz es Unico.
Existencia. Ahora debemos hallar w, eV talque T(v)={(v,w,), VveV
Esdecir T(v)= £, (v), VYve V.
Es suficiente determinar las coordenadas de w,.
Consideremos la representacion de w, en una base ortonormal

B= {e,,ez, ...,en}de vV

w, =ae +ae +..+a,.e,
Multiplicando en forma escalar se obtiene:

(w,.e)=a,

-------

Por otro lado:
T(v)={v;w,)
TO)={v,a6 +a6, +..+a,8,)
—a(v.e)+ o (v,e,)+ -+ a, (ve,)

En particular v=e¢,




T(e)=a,,Vi=1l.n

Luego: T(e)={w,,¢,),Vi=1.n, son las coordenadas de w, .

Estoes: w,=T(e)e +T(e,)e, +...+T(e,)e,.

€. ESPACIO NORMADO

Definicién. Sea V¥ un espacio vectorial sobre un cuerpo X (RoC).
Una aplicacion  |[,||:¥x¥ —» K , es llamada una norma, si cumple las
siguientes propiedades: Vu,veV; Vae K

i. Juf 20, yllu]=0siysolosiu=0.

i. ol =l

iil. fu+v]<|u |+] v]. (Desigualdad triangular).

(v.] .| es llamado espacio normado.

Observacion. En un espacio con producto interno, se puede definir una norma

de la siguiente forma: | u|| =,}(u, u).

Ejemplo

En ¥ = R", se definen las siguientes normas:

1. "x||2:\jx12+x22+...+xi .

i uxu,=§|x,|=|x,|+|x2|+...+|x,,|.

}.

ii. || x ﬂw = n?sgn)i{‘x,” =m dx{|xll,1x2i,...,1xn




r——

Transformacién lineal continua
Definicién. Sean U y V dos espacios normados y T:U -V, una

transformacién lineal, 7 es llamada transformacion lineal continua, si y solo si
existe una constante M >0 talque |Tu|<M|u|.VueU.
Nota. Utilizamos T« para expresar I'(u}.

Punto adherente

Definicion. Sea V un espacio normado, W<V, y aeV.

"a" es llamado punto de adherencia del conjunto W, si:

B(a,g) = {x eV:|x- al| < a} Ve >0, contiene al menos un elemento de W .

Figura C.1. Vecindad dei punto a

W es llamado conjunto de puntos de adherencia de w.

Sucesiones de Cauchy

Definicion. Sea ¥ un espacio normado, una sucesion (v,) ., de elementos de
v es llamada sucesion de Cauchy, si ~ Ve> 0,3N,eN talque v, —v,| <€

siempre que m,n>N,_ .
I s

Ejemplo. (— J es una sucesion de Cauchy.
LN

Definicién. Un espacio normado V', se denomina completo si toda sucesion de

Cauchy (v,) ., v,V convergeen V.

pzl’




ESPACIOS DE BANACH

Definicién. Un espacio normado completo ¥, se denomina espacio de
Banach.

ESPACIOS DE HILBERT

Definicién. Un espacio producto con interno completo 77, se denomina espacio

de Hilbert.

Funcional! lineal continua
Definicién. Sea V un espacio de Hilbert sobre R. Una funcional lineal

7.V >R, es continua, si {T()|<|T{|y|.¥veV, donde |7}l = sup iG]

vel HVH
vzl

‘Funcional bilineal

Definicién. Sea V' un espacio de Hilbert sobre R . Una aplicacion g:7xV R,
es funcional bilineal, si es lineal en cada coordenada.

Es decir, f(au+v,w) = afu,w)+ v, w).

Bu, oy +w) = af(u,v) + Blu, w).

Diferencial

Definicién. Sean ¥ y W espacios de Hilberf, 4 un subconjunto abierto de V.

Una aplicacion f: 4 —>Wes diferenciable en ae 4, si existe una aplicacion

lineat y continua Df (a):V =W talque se verifica:

L )= f(@)=DBf @ (x=a) _,

" I~




Nota. SiV=R" y W =R", Df(a) esla matrizjacbbiana de orden mxn.

Figura C.2. Diferencial de una funcién

Derivada direccional
Definicion. Sea ¥ un espacio de Hilbert, J:¥ — K una funcional continua. La

derivada direccional de J en el punto a<V en la direccién de veV, se define

de la siguiente manera:

tim J(a+ Av)—J(a)

A0 A

Figura C.3. Derivada direccional
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'D. TEORIA DE LA MEDIDA

Definicion(c - Algebra). Una coleccion M de subconjuntos de un conjunto X’
se dice que es una o - &lgebra sobre el conjunto X, si verifica las siguientes
propiedades:

i. beM

ii. Si deM —» AeM

ii. A=\JdeM , A eM,i=12,.
i=t

Definicién (Conjunto medible). Todo elemento 4 de una o - algebra M en

X, es llamado conjunto medible en X .

Figura D.1. Conjunto medible

Definicion (Medida).- Sea M una o- algebra sobre un conjunto X, una

funcion u:M — R’ es llamada una medida, si verifica las siguientes

propiedades:
. u(A)=20, VAe M.
i, plUAa)=Y u4), And,=¢ Vizj
i=1 i=1

Definicién. Sea X un espacio de medida. Se dice que ¢ &s una funcién
escalar, si existe una coleccion finita de conjuntos medibles y disjuntos

{4,4,,...4,} y de numeros reales {c,,c,,...c,} talque:

11




) ¢, xeAd
x)=
P, xedu.ud,

Figura D.2. Funcion escalar

MEDIDA DE LEBESGUE
En matemaética, la medida de Lebesgue es la forma estandar de asignar una
. longitud, 4rea o volumen a los subconjuntos del espacio euclideo.

Los conjuntos a los que se les puede asignar un tamaro, se denominan
Lebesgue medibles o, simplemente, medibles (1: M — R).
Ejemplos
1. Si 4 es un intervalo cerrado [a,5] su medida de Lebesgue es la longitud
b=a, el intervalo (a,b) posee la misma medida dado que la diferencia
entre los dos conjuntos tiene medida cero.
2. A=[a,b]x[c,d] es un rectangulo cuya medida es el area (b—a)(d —c).
3. El conjunto de Canfor, es un ejemplo de conjunto no numerable con
medida de Lebesgue cero.
La medida de Lebesgue en R", posee las siguientes propiedades:
i, 8i A=IxIxIx.xI , [ Vi=1..n intervalo Lebesgue medible, se
cumple A(4) = A(J,). A1) A(L,).
i. Sean A y B Lebesgue mediblesy A B , se cumple A(4) s A(B).

jii. Si{4,) ,esuna sucesion de conjuntos Lebesgue medibles se cumple:

O A Y ﬁ 4, son Lebesgue medibles.
=1

i=]
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De lo anterior se puede resumir:

Los conjuntos Lebesgue medibles forman una o - algebra que incluye todos los

productos de intervalos.
E. ESPACIO I}(Q)

Definicion: Sea Q c R"_Una funcién «z:Q — R se llama medible si existe

(u,) de funciones escalares talque », »>u a.e.

u, =iaj;fA.

=l

Q)= {u Q- R, u medible, jﬂ]u(x)F dx < oo} conjunto de funciones medibles.

- I}()) es un espacio vectorial, llamado espacio de funciones medibles de
cuadrado integrable sobre Q.

I2(€) es un espacio con producto interno, con el producto interno:
(u , v) = In u(x)v(x)dx.
I}(Q) es un espacio normado, con la norma: [« | -—-(L}|u(x)|2 dx)'"?.

I}(QY) es un espacio de Banach.

IX(Q) es un espacio de Hilbert.
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